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李根 2 斐波那契数列的定义之美

1 引言

数学之美，是一个很广泛的话题。而斐波那契数列之美，是数学之美的一个具体的体

现。斐波那契数列在数学中是一个十分美妙的数列，它有诸多有趣的性质，更有围绕它开

展的诸多应用。到目前为止，斐波那契在数学、物理、化学、生物学、金融和计算机科学

等领域都有了广泛的应用。

斐波那契数列对我的触动，是在高中数学课本必修五1上。课本上的数列章节拓展性地

介绍了斐波那契数列的由来与后续的发展。我认为，在高中阶段的学习中，对数列的掌握

是一门必修的课程，而对斐波那契数列的研究有助于加深对数列的理解与掌握，同时能够

增长见识，活跃思维。于是，我决定对斐波那契数列做一次深入浅出的研究，探寻斐波那

契数列那内在的美。

本文主要通过对斐波那契数列一些性质和定理进行探究及证明，来发掘其美妙之处，

同时结合斐波那契数列的应用，借助计算机来直观地呈现斐波那契数列的形态之美。

2 斐波那契数列的定义之美

2.1 课本中的例子

我们利用高中数学课本必修五中的例子来更好地理解斐波那契数列的定义。

在理想状态下，兔子不会死亡，资源充足。每 1 对初生兔子（一雄一雌）在 1 个月后
会成长为成熟兔子，并且在成长为成熟兔子之后的每一个月都能够生出 1 对兔子。即每对
初生兔子在出生后第 3 个及以后的每个月中都能生出 1 对兔子。在第 1 个月时，草原上有
1 对初生兔子，以此为条件，研究草原上在第 n 个月时的兔子总数。

在第 1 个月时，只有 1 对初生兔子，过了 1 个月，那对兔子成熟了，在第 3 个月时便
生下 1 对兔子，这时草原上一共有 2 对兔子。再过 1 个月（第 4 个月），成熟的兔子再生
1 对兔子，而另 1 对初生兔子长大，这时草原上一共有 3 对兔子。如此推算下去，我们可
以得到表1 ：[2]

表 1: 草原上兔子的数量
时间（月） 初生兔子（对） 成熟兔子（对） 兔子总数（对）

1 1 0 1
2 0 1 1
3 1 1 2
4 1 2 3
5 2 3 5
6 3 5 8
7 5 8 13
8 8 13 21
9 13 21 34
10 21 34 55

1普通高中课程标准实验教科书 数学5 必修 (A版) . 人民教育出版社 课程教材研究所 中学数学课程教材研究开发中心 编
著, 2007 年 1 月第 3 版.
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由此可知，从第 1 个月开始，以后每个月的兔子总对数是

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, · · · .

2.2 背景及定义

根据高德纳（Donald Ervin Knuth, 1938年1月10日-）的《计算机程序设计艺术》（The
Art of Computer Programming），1150年印度数学家Gopala和金月在研究箱子包装对象长
宽刚好为1和2的可行方法数目时，首先描述这个数列。在西方，最先研究这个数列的人是
比萨的列奥那多·斐波那契（意大利人，Leonardo Fibonacci, 1175-1250），他描述兔子生
长的数目时用上了这数列：1, 1, 2, 3, 5, 8, · · ·，这个数列前两项都是1，从第三项开始，
每一项都等于前两项之和。这个数列就称为斐波那契数列。

[1]

上述例子中每月兔子的总对数即为斐波那契数列。我们可以由兔子增长的关系得知，

这个数列的前两项均为 1 ，从第 3 项开始，每一项都等于前两项之和。
计斐波那契数列第 n 项为 F (n) ，且 n ∈ N+ 。由递推关系，

F (n) =

1, n ≤ 2

F (n− 2) + F (n− 1), n ≥ 3.
(1)

由此可以发现，斐波那契数列是人们通过对大自然规律的观察与思考，最终在数学上

总结出的式子。将大自然的复杂多变，总结为简明扼要的递推式，让人们更加方便地、直

观的了解大自然，岂不美哉？

3 斐波那契数列的通项公式之美

写数列的习题时，经常会遇到求数列的通项公式的题。那么，斐波那契数列是否也有

通项公式呢？答案是肯定的。数学家们用了各种方法来推导和证明斐波那契数列的通项公

式。较为初等的方法就是利用待定系数法来证明它，或是数学归纳法，还可以用k阶齐次线

性递推数列的性质、微分方程、特征根方程、矩阵的性质等来求解。由于篇幅有限，本文

在这里不作探讨，仅给出其最终的通项公式。

斐波那契数列第n项的通项公式为

F (n) =

(
1 +
√

5
2

)n

−
(

1−
√

5
2

)n

√
5

, n ∈ N+. (2)

观察上式，一个由正整数组成的数列，他的通项公式竟然包含无理数和指数？如果说

化学中的阿伏伽德罗常数是连接宏观和微观的桥梁，那么数学中的斐波那契数列的通项公

式就是连接有理数和无理数的桥梁。能把有理数和无理数连接起来，这也是斐波那契数列

的美妙之处。

4 斐波那契数列的性质之美

在引言中我们知道，斐波那契数列有许多性质。那么，这条短短的递推式，仅仅是把

前面两项加起来的数列，能有多少美妙的性质呢？让我们一起探究探究。
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李根 4 斐波那契数列的性质之美

如无特别说明，以下内容n ∈ N+。

定理 4.1

F (n) = −F (n+ 1) + F (n+ 2). (3)

证明 由斐波那契数列定义(1)式，

− F (n+ 1) + F (n+ 2) (4)

=− F (n+ 1) + F (n+ 1) + F (n) (5)

=F (n). (6)

�

定理4.1 是一个很简单的性质，但更重要的是它对其他性质的应用。接下来的定理4.2
是对斐波那契数列的前n项的值求和，利用定理4.1 可以方便地用裂项相消法求得结果。

定理 4.2 斐波那契数列前n项和

n∑
i=1

F (i) = F (n+ 2)− 1. (7)

证明 由定理4.1 ，

n∑
i=1

F (i) (8)

=F (1) + F (2) + F (3) + · · ·+ F (n) (9)

=− F (2) + F (3)− F (3) + F (4)− F (4) + F (5)− · · · − F (n− 1) + F (n+ 2) (10)

=− F (2) + F (n+ 2) (11)

=F (n+ 2)− 1. (12)

�

一个数列的前n项和竟然可以变成第n + 2项减去1的值？斐波那契数列的奇妙正在此处
体现出来。接下来我们要利用求前n项和的结果来对其分别进行奇数项和偶数项求和。

定理 4.3 斐波那契数列奇数项求和

n∑
i=1

F (2i− 1) = F (2n). (13)

证明 由斐波那契数列定义(1)式和定理4.2 ，

n∑
i=1

F (2i− 1) (14)

=F (1) + F (3) + F (5) + · · ·+ F (2n− 1) (15)

=F (1) + F (1) + F (2) + F (3) + F (4) + · · ·+ F (2n− 3) + F (2n− 2) (16)

=1 +
2n−2∑
i=1

F (i) (17)
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李根 4 斐波那契数列的性质之美

=1 + F (2n)− 1 (18)

=F (2n). (19)

�

定理 4.4 斐波那契数列偶数项求和

n∑
i=1

F (2i) = F (2n+ 1)− 1. (20)

证明 由斐波那契数列定义(1)式和定理4.2 ，

n∑
i=1

F (2i) (21)

=F (2) + F (4) + F (6) + · · ·+ F (2n) (22)

=F (2) + F (2) + F (3) + F (4) + F (5) + · · ·+ F (2n− 2) + F (2n− 1) (23)

=F (1) + F (2) + F (3) + F (4) + F (5) + · · ·+ F (2n− 2) + F (2n− 1) (24)

=
2n−1∑
i=1

F (i) (25)

=F (2n+ 1)− 1. (26)

�

不仅如此，对斐波那契数列每项取平方的值也是可以求和的。

定理 4.5 斐波那契数列平方求和

n∑
i=1

F 2(i) = F (n) · F (n+ 1). (27)

证明 当n = 1时，F 2(1) = 1，F (1) · F (2) = 1，定理4.5 成立。
假设当n = k(k ≥ 1, k ∈ N+)时，定理4.5 成立，即

k∑
i=1

F 2(i) = F (k) · F (k + 1), (28)

则当n = k + 1时，

k+1∑
i=1

F 2(i) (29)

=
k∑

i=1
F 2(i) + F 2(k + 1) (30)

=F (k) · F (k + 1) + F 2(k + 1) (31)

=F (k + 1) · [F (k) + F (k + 1)] (32)

=F (k + 1) · F (k + 2). (33)

故当n = k + 1时，定理4.5 成立。
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综上，由数学归纳法原理可知，定理4.5 成立。 �

如果每一项都乘以一个n呢？即对数列{n · F (n)}求和是否也有规律呢？

定理 4.6

n∑
i=1

i · F (i) = n · F (n+ 2)− F (n+ 3) + 2. (34)

证明 当n = 1时，1× F (1) = 1，1× F (3)− F (4) + 2 = 2− 3 + 2 = 1，定理4.6 成立。
假设当n = k(k ≥ 1, k ∈ N+)时，定理4.6 成立，即

k∑
i=1

i · F (i) = k · F (k + 2)− F (k + 3) + 2. (35)

则当n = k + 1时，

k+1∑
i=1

i · F (i) (36)

=
k∑

i=1
i · F (i) + (k + 1) · F (k + 1) (37)

=k · F (k + 2)− F (k + 3) + 2 + k · F (k + 1) + F (k + 1) (38)

=(k + 1) · F (k + 3)− 2F (k + 3) + F (k + 3)− F (k + 2) + 2 (39)

=(k + 1) · F (k + 3)− [F (k + 3) + F (k + 2)] + 2 (40)

=(k + 1) · F (k + 3)− F (k + 4) + 2. (41)

故当n = k + 1时，定理4.6 成立。
综上，由数学归纳法原理可知，定理4.6 成立。 �

至此，我们已经对斐波那契数列各种求和的规律探究告一段落，接下来我们来探究一

个非常重要且有广泛应用的性质。

定理 4.7 [3]

F (n+m) = F (n+ 1)F (m) + F (n)F (m− 1), n,m ≥ 2, n,m ∈ N+. (42)

证明

F (n+m) =F (n+m− 2) + F (n+m− 1) (43)

=F (1)F (n+m− 2) + F (2)F (n+m− 1) (44)

=F (1)F (n+m− 2) + F (2)[F (n+m− 2) + F (n+m− 3)] (45)

=F (2)F (n+m− 3) + F (3)F (n+m− 2) (46)

=F (2)F (n+m− 3) + F (3)[F (n+m− 3) + F (n+m− 4)] (47)

=F (3)F (n+m− 4) + F (4)F (n+m− 3) (48)

= · · · (49)

=F (n)F [n+m− (n+ 1)] + F (n+ 1)F [n+m− n] (50)
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李根 4 斐波那契数列的性质之美

=F (n)F (m− 1) + F (n+ 1)F (m), n,m ≥ 2, n,m ∈ N+. (51)

�

这个性质能把两个数的和的项反映到数列上，对它的证明同样十分巧妙。接下来，我

们来看看它的3个应用。

定理 4.8

F 2(n) + F 2(n+ 1) = F (2n+ 1). (52)

证明 由定理4.7 ，

F (2n+ 1) =F [n+ (n+ 1)] (53)

=F 2(n) + F 2(n+ 1). (54)

�

定理 4.9 斐波那契数列两倍项之商

F (2n)
F (n) = F (n− 1) + F (n+ 1). (55)

证明 由定理4.7 ，

F (2n)
F (n) =F (n+ n)

F (n) (56)

=F (n− 1)F (n) + F (n)F (n+ 1)
F (n) (57)

=F (n− 1) + F (n+ 1). (58)

�

定理 4.10 [3]
斐波那契数列中，若n为m的倍数，则F (n)为F (m)的倍数(n,m ∈ N+)。即

F (m)|F (n), m|n, n,m ∈ N+. (59)

证明 当n = 1×m时，F (m)|F (1×m)成立，定理4.10 成立。
假设当n = km(k ≥ 1, k ∈ N+)时，定理4.10 成立，即

F (m)|F (km). (60)

设

F (km) = t · F (m), t ∈ N+, (61)

则当n = (k + 1)m时，由定理4.7 ，

F [(k + 1)m] =F (m+ km) (62)
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李根 5 斐波那契数列与组合数的关系

=F (m+ 1)F (km) + F (m)F (km− 1) (63)

=t · F (m+ 1)F (m) + F (m)F (km− 1) (64)

=F (m)[t · F (m+ 1) + F (km− 1)]. (65)

所以F [(k + 1)m]是F (m)的倍数，即

F (m)|F [(k + 1)m]. (66)

故当n = k + 1时，定理4.10 成立。
综上，由数学归纳法原理可知，定理4.10 成立。 �

上面三个性质分别把平方项、二倍项与多倍数项与原数列联系了起来，展现了斐波那

契数列在数论上的美。

由以上的10个性质及对它们的证明，可以更加深切地感受到斐波那契数列在求和或者
在各项之间内在的奇妙关系。

5 斐波那契数列与组合数的关系

组合数是指从n(n ∈ N)个不同元素中取出m(0 ≤ m ≤ n,m ∈ N)个元素的总方案数，记
为
(

n
m

)
。 (

n

m

)
= n!
m!(n−m)! . (67)

本文中，

0! = 1. (68)

而与组合数息息相关的就不得不提起杨辉三角。杨辉三角，又称帕斯卡三角（Pascal’s
Triangle）。在这个三角中的第i(i ∈ N)行中，每行第0和第i个数都为1，第j(1 ≤ j < i, j ∈
N)个数是上一行（即第i− 1行）第j − 1和第j个数之和。如图1 2展现了一个杨辉三角。

杨辉三角的特别之处在于其第n行第m个数恰为
(

n
m

)
，其第n行在二项式定理中表示(a+

b)n展开后的系数。

而斐波那契数列又与杨辉三角有什么关系呢？如图2 3，当我们把杨辉三角中的每条对

角线上的数字相加所得到的和列出来时，会发现恰好就是斐波那契数列！斐波那契数列竟

然也能和组合数联系在一起！我们会不由感叹，斐波那契数列是多么美妙。

那么，这一奇妙的性质如何证明呢？

定理 5.1

F (n) =
dn

2 e−1∑
i=0

(
n− i− 1

i

)
, n ∈ N+. (69)

2图源http://www.texample.net/tikz/examples/pascals-triangle-and-sierpinski-triangle/
3图源https://hooyes.net/p/javascript-fabonacci
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李根 5 斐波那契数列与组合数的关系

图 1: Pascal’s Triangle

图 2: 斐波那契数列在杨辉三角中的体现
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李根 5 斐波那契数列与组合数的关系

证明 首先，易得当n为任意奇数时，⌈n
2
⌉
− 1 = n− 1

2 , (70)

当n为任意偶数时， ⌈n
2
⌉
− 1 = n− 2

2 . (71)

当n = 1时，

F (1) =
(

0
0

)
= 1. (72)

定理5.1 成立。
当n = 2时，

F (2) =
(

1
0

)
= 1. (73)

定理5.1 成立。
假设当n = k − 1和n = k − 2(k ≥ 3, k ∈ N+)且k为奇数时，定理5.1 成立，即

F (k − 1) =
d k−1

2 e−1∑
i=0

(
k − i− 2

i

)
, (74)

F (k − 2) =
d k−2

2 e−1∑
i=0

(
k − i− 3

i

)
, (75)

则当n = k时，

F (k) =F (k − 2) + F (k − 1) (76)

=
(k−2)−1

2∑
i=0

(
(k − 2)− i− 1

i

)
+

(k−1)−2
2∑

i=0

(
(k − 1)− i− 1

i

)
(77)

=
k−3

2∑
i=0

(
k − i− 3

i

)
+

k−3
2∑

i=0

(
k − i− 2

i

)
(78)

=
(
k − k−3

2 − 3
k−3

2

)
+

k−3
2∑

i=1

((
k − (i− 1)− 3

i− 1

)
+
(
k − i− 2

i

))
+
(
k − 0− 2

0

)
(79)

=
(

k−3
2

k−3
2

)
+

k−3
2∑

i=1

((
k − i− 2
i− 1

)
+
(
k − i− 2

i

))
+
(
k − 2

0

)
(80)

=
(

k−1
2

k−1
2

)
+

k−3
2∑

i=1

(
k − i− 1

i

)
+
(
k − 1

0

)
(81)

=
k−1

2∑
i=0

(
k − i− 1

i

)
(82)
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=
d k

2 e−1∑
i=0

(
k − i− 1

i

)
. (83)

故当n = k且k为奇数时，定理5.1 成立。
假设当n = k − 1和n = k − 2(k ≥ 3, k ∈ N+)且k为偶数时，定理5.1 成立，即

F (k − 1) =
d k−1

2 e−1∑
i=0

(
k − i− 2

i

)
, (84)

F (k − 2) =
d k−2

2 e−1∑
i=0

(
k − i− 3

i

)
, (85)

则当n = k时，

F (k) =F (k − 2) + F (k − 1) (86)

=
(k−2)−2

2∑
i=0

(
(k − 2)− i− 1

i

)
+

(k−1)−1
2∑

i=0

(
(k − 1)− i− 1

i

)
(87)

=
k−4

2∑
i=0

(
k − i− 3

i

)
+

k−2
2∑

i=0

(
k − i− 2

i

)
(88)

=
k−2

2∑
i=1

[(
k − (i− 1)− 3

i− 1

)
+
(
k − i− 2

i

)]
+
(
k − 0− 2

0

)
(89)

=
k−2

2∑
i=1

[(
k − i− 2
i− 1

)
+
(
k − i− 2

i

)]
+
(
k − 2

0

)
(90)

=
k−2

2∑
i=1

(
k − i− 1

i

)
+
(
k − 1

0

)
(91)

=
k−1

2∑
i=0

(
k − i− 1

i

)
(92)

=
d k

2 e−1∑
i=0

(
k − i− 1

i

)
. (93)

故当n = k且k为偶数时，定理5.1 成立。
综上，由数学归纳法原理可知，对于∀ ∈ N+，

F (n) =
dn

2 e−1∑
i=0

(
n− i− 1

i

)
. (94)

�

6 斐波那契数列与黄金分割比的关系

6.1 黄金分割比

黄金分割比，就是把一条线段分为两个部分，使得这部分与全长之比等于另一部分与
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这部分之比。由此设这部分的长为ϕ，全长为1，且ϕ > 0，则可以列出方程

ϕ

1 = 1− ϕ
ϕ

, (95)

解得

ϕ =
√

5− 1
2 . (96)

黄金分割比的倒数即为

1
ϕ

= 1 +
√

5
2 . (97)

6.2 关系

要探究斐波那契数列与黄金分割比的关系，我采用了以下两种方法。

6.2.1 方法一

列出斐波那契的前几项，使其相邻项相除，即

F (2)
F (1) = 1

1 ,
F (3)
F (2) = 2

1 ,
F (4)
F (3) = 3

2 ,
F (5)
F (4) = 5

3 ,
F (6)
F (5) = 8

5 , · · · , (98)

不难看出

1
1 = 1, 2

1 = 1 + 1
1 ,

3
2 = 1 + 1

1 + 1
1

,
5
3 = 1 + 1

1 + 1

1 + 1
1

,
8
5 = 1 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1
1

, · · · ,

(99)

则当n趋近于无穷大时，即

lim
n→+∞

F (n+ 1)
F (n) = 1 + 1

1 + 1

1 + 1
1 + · · ·

. (100)

设λ = lim
n→+∞

F (n+ 1)
F (n) ，则

λ = 1 + 1
λ
. (101)

解得

λ = 1 +
√

5
2 = 1

ϕ
. (102)

即当n趋近于无穷大时，斐波那契数列相邻两项的商是黄金分割比的倒数。
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6.2.2 方法二

由斐波那契数列通项公式(2)式，

lim
n→+∞

F (n+ 1)
F (n) (103)

=

(
1 +
√

5
2

)n+1

−
(

1−
√

5
2

)n+1

√
5(

1 +
√

5
2

)n

−
(

1−
√

5
2

)n

√
5

(104)

=

(
1 +
√

5
2

)n+1

−
(

1−
√

5
2

)n+1

(
1 +
√

5
2

)n

−
(

1−
√

5
2

)n , (105)

由于

∣∣∣∣∣1−
√

5
2

∣∣∣∣∣ < 1，则

lim
n→+∞

(
1−
√

5
2

)n

= 0, (106)

则

lim
n→+∞

F (n+ 1)
F (n) (107)

=

(
1 +
√

5
2

)n+1

(
1 +
√

5
2

)n (108)

=1 +
√

5
2 = 1

ϕ
. (109)

即当n趋近于无穷大时，斐波那契数列相邻两项的商是黄金分割比的倒数。

6.3 斐波那契螺旋线

斐波那契螺旋线，又称黄金螺旋线。其绘制方法是每次以F (i)为半径画一个四分之一
圆弧，常与黄金分割矩形相结合。斐波那契螺旋线是斐波那契数列在形态上真正能让我

们直观地感受它的美。在这里，我用了计算机中编程语言 Python 中的 turtle 库进行绘
制斐波那契螺旋线，以更好地体会斐波那契数列的形态美。其中的原理是让计算机模拟画

笔，第n次画以边长为F (n)画正方形，再以半径为F (n)画四分之一圆弧。此处贴出代码供
参考。

1 from turtle import *

2

3 speed (20)

第 13 页，共 18 页



李根 6 斐波那契数列与黄金分割比的关系

4 pensize (5)

5 penup ()

6 goto ( -250 , -150)

7 pendown ()

8 left (90)

9 f=[0 ,1 ,1]

10 n=11

11 for i in range(n):

12 if i <3:

13 continue

14 f. append (f[i -1]+f[i -2])

15

16 for i in range(n):

17 if i==0:

18 continue

19 r = 12*f[i]

20 color("black")

21 for j in range (3):

22 forward (r)

23 right (90)

24 if i >1:

25 penup ()

26 forward (r)

27 right (90)

28 pendown ()

29 color("red")

30 circle (-r ,90)

31

32 hideturtle ()

绘制效果如图3 。
斐波那契螺旋线是斐波那契数列的一大应用，其在艺术设计上发挥着很大的作用，其

以完美的黄金比例著称。著名的蒙娜丽莎的微笑（如图4 4）还有海洋动物鹦鹉螺（如图5
5）都是满足斐波那契螺旋线的完美比例的例子。

4图源https://zhuanlan.zhihu.com/p/96168626
5图源https://pixabay.com/zh/illustrations/fibonacci-geometry-mathematics-1079783/
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图 3: 斐波那契螺旋线
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图 4: 蒙娜丽莎的微笑
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图 5: 海洋动物鹦鹉螺
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7 后记

斐波那契数列的美还在生活、艺术、大自然等诸多方面体现着，限于篇幅，在本文中

仅列举了一些斐波那契数列之美的例子。而斐波那契数列还有更多更加神奇、更加惊艳的

美，需要我们有一颗善于发现的心，等待我们一起去发现。

鉴于笔者能力有限，文笔笨拙，文章中的内容和证明不免会有不严谨或错误的地方，

敬请指正。对斐波那契数列更多性质与应用，我撰写了另一篇更为详尽的文章，如想要阅

读可以联系我。

感谢您能阅读到这里，也感谢遇见数学第三次征文活动“数学蒲公英”为我提供展示

的平台。
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